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SUMMARY.- A t!teetem c~ 'j.i.x.e.d pc-i.n:t ~01t lIlappùtg-6 Ort HaLV;doJt,~ UM~n,tm ;iX\ce.,; <-;
; hWl) rt. A,.I a c'lI1J.>e.quertce, the gme.JliLf.j zeri Ba~ach con:tJtact-i.ort plUnUpte. 06
CHENG-m NG LEE ([ 21: Te.oJtema 11 -i.-6 ob.tiùrte.d.
Introduzione. Sia E un insieme non vuoto e sia P una famiglia non vuota
di pseudometriche su E tale che la famiglia (S(p,r))peP reR.(I) risulta
, +
sl'b-base per una struttura uniforr.lt- di Hausdorff su E, dove
S(p,r) ; ((x,y) e E x El p(x,y) <r )
Sia inoltre, T una trasformazione di E in E. In un recente lavoro (l2J)
CHENG-MING LEE prova il seguente risultato. Se E è sequenzialmente completo
(cioè ogni successione di Cauchy in E converge) e se è verificata la seguen-
te condizione:
(BRS) Per ogni x e E esiste n(x) e N e per ogni p e P, esiste una funzione
) : R+ ~ [0,1) monotona decrescente in R· tale che, per ogni fissato x e E,p +
la seguente disuguaglianza
p(Tn(X) x, Tn(x)y).:: Àp(p(x,y)), p(x,y)
valga per ogni ye E e per ogni p e P, allora T ha un unico punto fisso
(*) Entrato in redazione il
(u) Indirizzo dell'autore: Istituto di Analisi Matematica - Via Nicolai,2
70121 - BAR
~ l '(1) Qui e nel seguito si pone R+; _0,+<><», R+ ; i..0,+<><»
mentre con N si denota l'insieme degli interi naturali.
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u i n E e per ogni
Nel successivo n.
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E . h 11' m Tnx € S1 a x = u .
n
di questa Nota il risultato precedente viene genera1i~
zato sostituendo alla condizione (BRS) le seguenti due ipotesi:
(l) Per ogni x € E esiste n(x) € N tale che per ogni p € P e quale
che sia y € E si abbia
p( Tn(X)X, Tn(x)y) _< (( )1~p p x,y
dove, per ogni P € P, ~ è una funzione dip R in R monotona crescente,+ +
continua a destra e tale che ~ (t) < t per ogni t > O,p
(2) Esiste y € E tale he per ogni p € P esista 6 € R~ per il gua1e
+
si abbia i.mal' ) p (y,T y) < 6 - ~ (6).1.::n\y p
Nel n. 2 il teorema così ottenuto viene esaminato nel caso degli spazi metr~
ci completi. Si ottiene un teorema di punto fisso del quale il Teorema 1 di A.
A. IVANOV ([5]) ed il Teorema 2 di J. MATKOWSKI ([6]) sono un caso partico-
lare. Quindi, restando in questo contesto, la successiva ipotesi (2), (cfr. Osse.!::
,
vazione 1) è utilizzata per ottenere un ulteriore teorema di punto fisso del qu~
le il Teorema 1 di J.MATKOWSKI ([6]) è un caso particolare. Un esempio che pro-
va l'effettiva generalizzazione che si ottiene sostituendo nel teorema di
CHENG-MING LEE alla condizione (BRS) le ipotesi (1) e (2) è indicato, sempre nel
caso degli spazi metrici completi, nel n. 3. Per quanto concerne la terminologia
qui adoperata si è seguito il libro di KELLEY ([4]).
n.l - Si stabiliscono, preliminarmente, i seguenti Lemmi:
LEMMA 1. - Si a ~ : R ~ R monotona crescente, continua a destra e tale che
+ +
per ogni
risulta
t € R· si abbia
+
n1im~(t)=0
~(t)< t. Posto
per ogni t > O.
r r-l~O(t) = t ~ (t) = ~(\jJ (t))
n
Dim. - Si.a nt = ~ (t)
n
e sia c = 1 im t . Se
n n
fosse O <' C,
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essendo t 1= ~(t ), per la continuità a destra di ~ si avrebbe
n+ n
c = (C) < C. Pertanto C = O.
in
LEMMA 2 - Sia
trasformazione di
(E,d)
E
uno spazio pseudometrico. Allora, se T è una
R + R è una funzione monotona cre-
+ +
scente e sono verificate le seguenti due condizioni
(l) Per ogni x e E esiste n(x) e N tale che per ogni y e E si abbia
d(Tn(X)x, Tn(x)y) ~ ~(d(x,y));
(2 ) tale i "'Esiste y e E che, posto e =
.maf ) d(y,T y), es i s ta ò e Rl~n y .,.
per il quale si abbia o-~(o). All ora na < sup d(y,T y) < + co.
n
Dim.- O~ r <n(y) k n(y)+rSia r e N, e si ponga dk = d(y,T y
per ogni k = O, l , ... Si ponga
j = min;i eNlo<d.l
- l
Evidentemente per ogni
notonia di "', si ha
i< j si ha d. < o. D'altra parte, a causa della mo
l
6 ~ d. = d(y,Tj·n(y)+ry) ~ d(y,Tn(y)y) + d(Tn(Y)y,Tn(Y)(T(j-l) n(y)+r y))
J
(j-l).n(y)+r~ e + ~(d(y,T y)) = S + iV(d. l) ~ e + ~ (o)J-
donde 6 - ~(6) ~ 3 condizione questa che contrasta con la scelta di c
Pertanto, essendo
og ni k = o, l , ...
d < 8 < oo - e, quindi anche d < 5, S i hao d < Ck per
OSSERVAZIONE 1.- La validità del LEMMA 2 appena dimostrato resta se, ferme le
altre ipotesi, si sostituisce la condizione (2) con una qualunque delle seguenti
due condizioni:
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Esiste y e E tale che, posto B =.malj: )l~n\y
id(y,T y), si abbia
B < l'm (t - w(t)),t->+oo
(2)2 La funzione t -\li(t) sia non limitata per t->~
Si passa a dimostrare il
TEOREMA l. - Sia E un insieme non vuoto e sia P una famiglia non vuota
di pseudometriche su E tale che la famiglia (S(p,r)) P R'"pe ,re
+
ri sulti
sub-base per una struttura uniforme di Hausdorff su E e sia T una trasfor-
mazione di E in sé. Allora se E é sequenzialmente completo e sono verificate
le ipotesi (l)~ (2) (cfr. Introduzione), T ha unico punto fisso u in E e
per ogni x e E si ha lim Tnx = u.
n
Dim.-Sia y e E quello previsto in (2) e si consideri la successione
per ricorrenza la successione (Yn)neN la quale ri-
Basta di~ostrare che per p e P ed
m = n(y ), resta definita
n n
sulta una sottosuccessione di Cauchy della
..
E eR
+
n(T y)neN.
si ~a D(V y ) < E
"n+l' n+k+l
m( k) =i = f'J,l, ... ,n, doveper
per ogni k e N ed n sufficientemente grande. A tal fine, sia n e N e
m( k)p.=p(y.,l y.)l n-l n-lsi ponga
Ri su lta
iV \p )
P o
( l) I . d . d· k· h h = Tmn (Tm(k)nvero, raglonan o per ln UZlone su Sl a c e Yn+k+l Yn ) )
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mp(T n-l
yn-l'
Da ultimo, essendo ~p crescente si ha n+l m(k)p(Y n+l ,Y n+k+l ) ~ ~p (p(y,T y)) <
rtt l n
< ~ (sup p(y,T ))
P n Y
n
con sup p(y,T )< + 00 (cfr. Lemma 2). Pertanto, a causa
n y
del lerrma l, la (y) N risulta di Cauchy. Dopo ciò, si ponga
n nE
u = l im y
n n
Osservato preliminarmente che per ogni P € P s i ha
risulta lim Tn(U)Yn = Tn(u)u donde, ancora per
n
ogni p € P, p(Tn(u)u,u)= lim p(T n(u)Yn'Yn)' Ulteriormente se n E N, per
n
ogni p € P, s i ha
n n( u)
< ~ (p(T y,y))
P
n n
< ~ (sup p(y,Ty))
- P n
e quindi, ancora a causa dei lemmi l e 2, risulta lim P(Tn(U)Yn'Yn) = O.
n
e p E P, postoX € ET. Da ultimo se
Consegue che per ogni p € P si ha p(Tn(u)u,u) = O e quindi Tn(u)= u.
Tn(u)Tenendo conto di (l), u è dunque l'unico punto fisso di e, quindi, di
i
r(x) =.ma~ ) p(T x,u), e considera
l<n\U
to n € N tale che n(u) < n nonché t E N tale che t'n(u) < n < (t+l)·n(u),
si osservi che
n n-n(u)p(T x,u) < IV (p(T x,u)) <
- p
t
< ~-(r(x)).p
Pertanto, se n -+ 00
- 6 -
e anche np(T x,u) -+ O. Consegue
che lim Tnx = u e, con ciò, il teorema è completamente dimostrato.
n
n. 2- Una immediata conseguenza del Teorema l è il seguente
COROLLARIO. Sia (E,d) uno spazio metrico completo e sia T una trasforma-
zione di E in se. Allora, se ~ : R -+ R è monotona crescente, continua
+ +
a destra e tale che ~(t) < t per ogni t > O, non appena valgano le seguenti
due condizioni
(l) Per ogni x e E esiste n(x) e N tale che
~(d(x,y)) quale che sia y e E,
tale che 8 < 6 - ~(6) ,
(2) esiste y e E tale che, posto S i= ma~ d(y,T y), esista
i .2n\y)
;,
6eR
+
T ha un unico punto fisso u e per ogni x e E si ha 1im Tnx = u.
n
Osservazione 2 - Sostituendo a (2) del Corollario precedente l'ipotesi che
t - ~(t) sia non limitata per t -+ 00 si ottiene il risultato di A.A. IVANOV
al quale si è accennato nell 'introduzione [5, Teorema 1J. Questo notoriamente
generalizza teoremi analoghi di L.F. GUSEMAN ([3J) e di V.M.SEHGAL ([7]) .
Osservazione 3 - Sostituendo a (2) del Corollario precedente l'ipotesi che
t~llm (t-w(t)) = +00 si ottiene, invece, il Teorema 2 di J. MATKOWSKI ([6J).
Per concludere si presenta la preannunciata versione di un risultato dovuto
a J. MATKOWSKI. Sussiste il
TEOREMA 2 - Sia (E,d) uno spazio metrico completo, sia T una trasformazione
di E in se e siano " : R: -+ R+ e ~(t)=cx(t,t,t,2t,2t) per ogni t > O.
Supposto, allora, che siano verificate le seguenti condizioni
" è crescente rispetto a tutte le variabili,(1)
(2) 1im
n
n
w (t) = O per ogni t > O,
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(3) per ogni x e E, esiste n(x) e N tale che d(Tn(x)x, Tn(x)y) ~
n(x) n(x) n(x) n(x)
a(d(x,T x), d(x,T y),d(x,y),d(y,T x),d(y,T y)) guale che sia yeE,
(4 ) esiste yeE tale che, posto iB = .mal): )d(y,T y), si abbia
l~n\y
,
S < lim (t-~(t))t++=
T ha un unico punto fisso u in E e per ogni X e E si ha lim Tnx = u.
n
Oim.- Basta osservare che la successione
una sottosuccessione di Cauchy.
(Tn ) è limitata e contieney neN
Osservazione 4 - E' appena il caso di osservare che la (4) del Teorema 2
è banalmente verificata non appena si supponga vera la (2)(cioè t~(t-w(t)) = +00)
del Teorema l di J. MATKOWSKI.
n. 3- Si premette la seguente
PROPOSIZIONE l - Sia l : R ~ [0,1) monotona decrescente. Allora esiste una
+
funzione w: R ~ R monotona crescente, continua a destra tale che w(t)< t
+ +
per ogni t> O ed inoltre per ogni t e R+ si ha che
Oim.- La funzione wo(t)
l(t) t ~ w(t) .
= SUp(l(s) s) è monotona crescente in
s<t
t, così che
la funzione w(r) =tlim + w (t) è monotona crescente e continua a destra. Inoltre
.. r o
l(r). r - w (r), segue, se r < t, che
- o
Da ultimo, sia r > O e si consideri 5
>.(r) r < W (t)
- o
tale che
e quindi
O<B<r.
l(r) r ::.. c(r)
Per ogni
5 ::.. 5 si ha che }.(s)s < S < B , mentre, essendo l decrescente, per ogni
- -
S ::- 3 si ha che ,(s)-s < A ( s) s. Pertanto, non appena si osservi che per
-
-
r < t si ha ti; (t) = su~(>.(s\ - s) < max(s,>.(S) t), si ricava
o 5 < '
;(r) < max(s,>'(B) - r)' r, cioè Ar) < r. Con cià l'asserto è completamente
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dimostrato.
Osservazione 5 - La Proposizione l consente di asserire che ogni funzione
defi nita i n R de l t i po
+
À(t) t, con À funzione definita in R ed a va
+
lori in ~,l) decrescente, può essere superata da una funzione ~ tel tipo
di quelle utilizzate in questa Nota.
no tona descrescente tale che
che
Viceversa sia
,u(t) < t
11; : R
+
per ogni
R+ monotona crescente, continua a destra e tale
t > O. Si supponga che esista À : R -> [O, l) mo-
+
1I;(t)~ À(t)·t per ogni t e R . Avendosi
+
t'(l-\(t)) < t - 1I;(t) , per t + + 00 deve risultare t -1I;(t) + + 00 Ma ciò
non sempre è compatibile con la scelta di 11; (per esempio se 11; è tale che
,
l~(t - 1I;(t)) < + 00. Quanto detto giustifica lo scopo di questa Nota.
Infine si presenta un esempio di spazio metrico e di una trasformazione su di
esso per mostrare quanto preannunciato in fine dell' Introduzione. Sia, a tal
fine, Nl = N -(1) e si consideri E = [O,lJ U Nl . Su E Sl definisca
d(x,y) =
/ Ix - y I
" x + y
se x,y e[O,lJ
se uno di x,y t [O,lJ
Risulta (E,d) uno spazio metrico completo (cfr. Esempio del n. 3 di ~l~).
Sia T una trasformazione di E in se definita come segue:
l [O, l]- x se x e
/ 2
T(x) =
'"
x - l se x e Nl
Se si defini sce
l
- t
/2
w(t) =
\ l
t - --2
se O <. t <.
se < t
è risulta essere una funzione crescente di R in R
+ +
continua a destra
e tale che w(t) < t per ogni t > O. Se n e N, si osservi che
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l
- . xZn
/
se x E [O, lJ
zn-x
'" x-n
se x E Nl ~ x ::.. n
se
Pertanto, non appena per ogni x E E si assuma come n(x) un qualunque intero
naturale, se x e y E[O,lJ si ha
Tn(X)y[ = l I I l I [Zn(x) x-y < Z x-y Iji(d(x,y)) ;
se, invece, x E Nl si ha
se n(x)-ex
< Iji(d(x,y))
n(x)xsex + y-ll Iy - <Zn(x)-x
x - n(x) + Tn(x)y ::.. x + y-1
,Tn(x)y)= :'
\ITn(X)
Ne consegue che
que, quando n ~ 00,
d(Tn(X)X, Tn(x)y) ::.. Iji(d(x,y)) quale che sia y E E. Comu~
Tn(O)d(, n,O)/ d(n,O) ->- l, così che non può esserci una fUll
zione decrescente , defi ni ta i n R+ ed a va l ori i n [0,1) per l a qua l e
si possa avere d(Tn(x)x, Tn(x)y) < À(d(x,y))-d(x,y) quale che sia y E E.
Acc.e.tta;(:(' peA La pubbf~c.az~one. w ptlOpo;;(:a cU
MalUo PugUe.6'<' e G.<.u.6 eppe Muni.
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